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Über die Wertverteilung des Jacobischen Symbols. 
• • Von L. RfiDEI in Szeged. 
Bezeichne m{> 1) eine ungerade quadratfreie natürliche Zahl und 
- ^ - J das Symbol von JACOBI. Wir nenne'n die Summe 
(1) ' (« , /3 )„ ,= 2 - " 
den (quadratischen) Exzeß des Intervalls (a, ß). 
Man teile das Intervall (0, m) in 8, | 0 bzw. 12 gleiche. Intervalle 
ein und bezeichne den Exzeß der Reihe nach bzw. mit 
(2) . Ax,. .., A&\ Bx,..Bw\ Cu'. . ., Cn-. 
Die Klassenzahl. des quadratischen Zahlkörpers von — k m be-
zeichnen wir mit hk, dabei wollen wir für k nur solche natürlichen 
Zahlen zulassen, für die auch km quadfatfrei ist. (In der Wirklichkeit 
werden bei uns nur hx, h2, h3, h& vorkommen.) 
Bekanntlich lauten die Klassenzahlformeln von D I R I C H L E T s o : 
{3) \A1 + ...:+.Ai, •hi~\2{A2 + A3) (m = 3 (mod-4». 
Dies hat au.ch die berühmte, arithmetisch noch nicht bewiesene Fol-
gerung, daß die Linearkombinatioiien der 4; a u * den rechten Seiten in" 
. (3) positiv sind. 
Auf Grund von (3) lassen sich umgekehrt die ,4; durch hx, h2 
leicht ausdrücken, wie das schon G A U S S bemerkt hat. Außerdem fand 
er, daß sich die C, im Falle durch hx,h-3 berechnen lassen, den 
Beweis hat man von DIRICHLET:1,) Wir werden die ß , im Falle h X t n , 
m ^ 3 (mod 4) durch hx, h& bestimmen (für m = 1 (mod 4) ist das uns 
nicht gelungen). Wir halten- diesen kleinen Fortschritt schon aus dem 
Grunde der. Veröffentlichung wert, da 10-Teilung im allgemeinen nicht 
so leicht ist wie 8-Teilung oder ,12-Teilung." Auch lassen sich aus allen 
diesen Resultaten einige theoretisch und, praktisch interessante Folge-
rungen ziehen, wie wir das später unten bemerken werden. 
')" S. h i e r ü b e r d i e B e m e r k u n g e n v o n DEDEKIND in GAUSS'S Werke II (1876) , 
S . 3 0 1 - 3 0 3 . . . . 
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Wir stellen alle die genannten1 Formeln, die alten und die neuen 
zusammen: 
4 - i - ) 4 \ m ! 4 • .— i4s —-
{m-= 1 (mod 4)), 
A = — A = ; 
.i44 = Ar. = 
4 
1 Ii' 
i- ( m o d 4 ) ) , 
T 2 






4 /72 M - ' 12 
( 5 ^ /72; /77 = 3 
( m o d 4 » , 
Ca — C i : 
c = c 
. 4 № 
^ - i i l + a u 4 
t^-TI1 
• f 2 
/77.1 
2 
C 3 — Cio — 
( 3 ^ / 7 ? ; /72 = 1 ^MOD 4 ) . . 
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Q 
C 
- C r 
12 
•,= - c „ — 
= C10 = 
c = Ci> === 
2/ 
mi HiW^+i*. 
I M M ) ? . 
(3 )( m ; m —. 3 
' (mod 4)). 
Unser Beweis beruht auf folgendem einlachen Prinzip: Bezeichne 
& jetzt eine zu m prime natürliche "Zahl. Mari teile die ganzen Zahlen 
des Intervalls (a, ß) in k Klassen ein, so daß. die Zahlen "der /-ten 
Klasse z/n (mod k) sind. (/ = 0 , . . . , k—1). Addiert man im zu den 
Zahlen der /-ten 'Klasse, so erhält man die durch k teilbaren ganzen 
Zahlen . des Intervalls ( im + a, im + ß), d. h. die /¿-fachen der ganzen 
V u, j '1 * .1 (im + a im + ß) Zahlen des Intervalls.1 1 k ' k 
Einerseits folgt hieraus sofort 
(4) 
l A ^ i i m + a im + ß) 
k )„ 
((k,m)=\). 
..ni J — V k 
Andererseits wenn km sogar ungerade und quadratfrei ist, so 
folgt aus obigem ebenso leicht 
k-i 
Z -
im [im + a im + ßY 
[mji^ö y k )\ k ' k 
Der Summand verschwindet für / = 0. Wird auch 
k ) "l 
m)\k 




(km quadratfrei, 2 J c k m ) . 





\i\(im + a. im + ß 
(a = ct', ß=ß' (mod m)) 
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ließen sich a l l e - o b i g e n ' F o r m e l n beweisen , wir füh ren abe r den Bewe i s 
nur f ü r Bi aus,- da die übr igen Formeln bekannt s ind. 
Vor allem s ind unse r e B e h a u p t u n g e n ß j = — B} (i+j= 11) w e g e n 
(6) r ichtig. D e s h a l b b rauchen wir nu r die ß , , . . - . , ß 5 zu be rechnen . 
Zunächs t gilt nach (3) 
(8) B1 + B, + B, + Bi + B^--hl. V . ^ 
W i r w e n d e n (4). dre imal an (der Reihe nach mit 7c = 2 , 2 , 5 ) : 
f0' vir (1) ¿ ( ^ ' ^ f ( S sirom: ' 
i 2m) {2 V v i / m ,' m i m , 2 m V i 2 1 5 / -f- 2 ^ 
^ „ T \ m ) a KJ' + \ m ) i i ~ i ( T m l : 
(°'?I=(l)ä ("T1' ̂ +7öL= (1)5 
D u r c h die B, a u s g e d r ü c k t : . • . 
ß 1 + ß 2 = ( | - j ( ß 1 + ß 6 ) = ( f ] , ß 1 - ß 6 ) , . . . ' ; 
B3-!- B , = ( U ( ß 2 + ß 7 ) = ( ? - ] ( ß 2 - ß 4 ) , . 
. A = ( ß . + ß a + B , + B , + B a ) = ( l - j . i A - b,+B:,~B4+ß5> 
Also gelten / Ä ' 
(9) " t1-!!))^^©0^0' * ' • 
(10) — ( 1 ^ — i 1 -i- f 0 , • . 
- . . . ' \ - J • - \ v"«.y/ 
( I I ) ' — "{- ~ -H 
Endlich w e n d e n wi r (5) mit . 5 an : 
L 5mV yif i Uim im 5m\ 
. l " 2 j5„, , 4 ' U J l 5 ' 5 l o u : 
Die l inke Seite i s t -nach (3) gleich t?.a, und so folgt ' • ' 
. ' ht^r(Ba + Bi + Bli+'B^+B^-(B6 + Bt + B1 + BiS + B-9)-
-~(B1 + Ba + B9 + B10 + B1) + .(B,J + Bw + B1.+ B, + B3). 
Nach leichten V e r e i n f a c h u n g e n : 
/ J ä = . ß 3 _ ( - ß 4 - ß 3 - ß 2 ) _ . ( - B i - B 3 - B 2 ) + Bs. . ' 
Folglich haben wir , • 
. ( 1 2 ) . • ß 2 + 2 ß 3 + ß 4 = I - / ? 5 . ' -
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Aus (8) —(12) folgen die behaupteten Formeln für die Bit womit unser 
Beweis beendet ist. 
B e m e r k u n g e n . Wir betrachten den Fall —1, 3/K/77, 
5 X m (z. B. kann m eine Primzahl = 3 (mod 4) u n d größer als 3 sein).-
Alle Endpunkte der obengenannten 8 - , 10T, 12-TeiIungen des Inter-
valls. (0, m) zerlegen dieses Intervall in 24 Teilintervalle, die w i r in 
natürlicher Reihenfolge mit / , , . . . , /ä 4 bezeichnen, entsprechend soll der 
Exzeß mit Eu.. ,,,EU bezeichnet werden. Es genügt nur die / , , ' . . . , / , , 
und Ex £12 ZU betrachten. Jedem dieser Interval le . / ! , . . . , /12 schreiben 
wir-die Länge darunter: 
h h / s A /5 /(;. A As . h ho Ju • hi 
m m m m m m_ m_ m_. m_ m^ m m 
"12 60 40 24 30 20 20 30 . 24 40 ÖO. 12 ' 
Aus obiigem folgt, daß .sich alle Exzesse £", in der Form 
vh, + Qli.,Jrahn + Th:, 
ausdrücken lassen. Wegen hh > 0 läßt sich auf diesem Wege unter 
Umständen auf das Vorzeichen von schließen. (Auch führt dieser 
Weg zu einer leichteren Berechnung der Klassenzahlen hk.) So gewinnen 
wir z. B. folgende Aussagen: " • . 
. Für /77=19, 91 (mod120) ist £ 2 = / z 3 > Ö. (Wegen h, = 4E2 
genügt es jetzt zhr Bestimmung von A, den Exzeß E3- des Intervalls 
= von der L ä n g e z u berechnen.) 
Es gilt für .den Exzeß des Intervalls A = ^ y j von .der' 
Länge ^ : 
( m ~ 3 (mod 4); 5 Xm). 
(Hier ist auch 3 |m zugelassen.) 
Für / 7 1 = 3 1 , 7-9 (mod 120) ist das Vorzeichen v.on El, Eb, Ee, E-„ 
. Ea) E9 der Reihe nach H h 4 h (vier Vorzeichenwechsel!). Selbst 
diese.Exzesse-sind nämlich gleich: 
1 V 1 »' 1 1, 1 h 1 h 1 h 
(Eingegangen am 22. Oktober ¡950.) 
